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6 Вычислить 
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Область 
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якобиан отображения есть 
[image: image31.wmf]Jr

=

.

Тогда 


[image: image32.wmf]*

3333

2

2

cossin

16

16

G

rr

Irrdrd

r

jj

j

æö

+

=+-=

ç÷

-

èø

òò



[image: image33.emf](


)


*


4


333


2


cossin16


16


G


r


rrdrd


r


jjj


æö


=++-=


ç÷


ç÷


-


èø


òò




 

*

4

333

2

cossin16

16

G

r

rrdrd

r



















[image: image34.wmf](

)

(

)

44

4

22

332

2

0000

cossin16

16

r

ddrdrrdr

r

pp

jjjj

=++-=

-

òòòò



[image: image35.emf](


)


(


)


4


4


22


22


2


000


1sinsin1coscos


16


rdr


dd


r


pp


jjjj


æö


ç÷


=---+


ç÷


-


ç÷


èø


òòò




   

4

4

22

22

2

000

1sinsin1coscos

16

rdr

dd

r























[image: image36.emf]4


24


0


16


224


rr


p


æö


+-=


ç÷


èø




4

24

0

16

224

rr













 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.emf]4sin


4cos


0


2


rt


drtdt


t


p


éù


êú


=


êú


==


êú


êú


££


êú


ëû




4sin

4cos

0

2

rt

drtdt

t
























= 
[image: image38.wmf]33

22

00

sincos

sincos

33

pp

jj

jj

æö

æöæö

ç÷

---´

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

ç÷

èø



[image: image39.wmf](

)

44

2

0

4sin4cos

26464

4cos2

ttdt

t

p

p

××

´+××-=

ò



[image: image40.wmf](

)

(

)

22

2

2

00

22464

641cos23212cos2cos2

333

tdtttdt

pp

p

×

æö

=+×-+=-++

ç÷

èø

òò



[image: image41.wmf]32

p

+=
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7 Вычислить 
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Решение. Зададим поверхность 
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8 Вычислить интеграл 
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 и лежащей в первом октанте (рисунок 2. 16).

Решение. По определению
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Рисунок 2. 16 – Поверхность интегрирования 

к типовому примеру 8

Найдем значения направляющих косинусов
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Следовательно, 
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Тема 14 Формула Остроградского-Гаусса, формула Стокса

1 По внешней стороне замкнутой поверхности 
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Примеры оформления решения
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 (рисунок 2. 17).
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Рисунок 2. 17 – Поверхность интегрирования 

к типовому примеру 1
Решение. Используя формулу Остроградского-Гаусса, имеем
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взяв в качестве поверхности полусферу (рисунок 2. 18)
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по формуле Стокса, получаем
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Рисунок 2. 18 – Поверхность интегрирования 

к типовому примеру 3
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Решение. Имеем
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[image: image164.wmf]0

x

=

 с катетами длины 1 (
[image: image165.wmf]D

 – проекция плоскости 
[image: image166.wmf]ABC

D

 на плоскость 
[image: image167.wmf]0

x

=

), а 
[image: image168.wmf]S

 – площадь этого треугольника


[image: image169.wmf]11
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.

Тема 15-17 Скалярные и векторные поля 
1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей:

а) 
[image: image170.emf]Uxy


=
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в) 
[image: image171.emf]Uxyz
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Uxyz
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б) 
[image: image172.emf]22
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г) 
[image: image173.emf]222


Uxyz
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222

Uxyz
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.

2 Найти производную в точке 
[image: image174.emf]M




M

 по заданному направлению 
[image: image175.emf]1


MM


uuuuur
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 скалярных полей:

а) 
[image: image176.emf]32
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, 
[image: image177.emf](
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[image: image178.emf](
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б) 
[image: image179.emf]333
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, 
[image: image180.emf](
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[image: image181.emf](
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3 Найти градиент и его модуль скалярных полей:

а) 
[image: image182.emf]22
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б) 
[image: image183.emf]xyz
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4 Найти векторные линии векторных полей: 

а) 
[image: image184.wmf]222
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б) 
[image: image185.wmf]axiyj
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.
5 Найти поток векторного поля 


[image: image186.wmf](
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ayxixyjyk
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через сторону треугольника 
[image: image187.emf]W
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, вырезанного из плоскости 
[image: image188.wmf]10
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 координатными плоскостями.

6 Найти поток векторного поля 
[image: image189.wmf]2

ayixjzk
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 через поверхность части параболоида 
[image: image190.wmf]22

1
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, отсекаемой от него плоскостью 
[image: image191.wmf]0

z

=

 (нормаль внешняя). 

7 Вычислить поток для векторных полей 
[image: image192.wmf]a

r

 и положительно ориентированных замкнутых поверхностей 
[image: image193.emf]W
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а) 
[image: image194.wmf](
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[image: image195.wmf]W

 = 
[image: image196.emf]{


}


326,0,0,0


xyzxyz


++=³³³




  326,0,0,0 xyzxyz



;

б) 
[image: image197.wmf](
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[image: image198.wmf]W
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[image: image199.emf]{
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8 Найти поток векторного поля


[image: image200.wmf](
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через поверхность цилиндра, заключенную между плоскостями 
[image: image201.wmf]0

z
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 и 
[image: image202.wmf]2

z
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 (нормаль внешняя).

9 Найти дивергенцию векторных полей:

а) 
[image: image203.wmf](
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б) 
[image: image204.wmf](
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10 Найти ротор векторных полей:

а) 
[image: image205.wmf](
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б) 
[image: image206.emf](
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11 Вычислить циркуляцию векторного поля 


[image: image207.wmf](
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по контуру треугольника с вершинами 
[image: image208.emf](
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, 
[image: image209.emf](
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[image: image210.emf](
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 по определению и с помощью формулы Стокса.

12 Вычислить циркуляцию векторного поля 


[image: image211.wmf](
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вдоль линии, состоящей из части винтовой линии 
[image: image212.wmf]cos
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, 
[image: image213.wmf]sin
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, 
[image: image214.wmf]2
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 от точки 
[image: image215.emf](
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 до точки 
[image: image216.emf](
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 и прямолинейного отрезка 
[image: image217.wmf]BA

 по определению и с помощью формулы Стокса.

13 Выяснить, являются ли соленоидальными и потенциальными векторные поля:

а) 
[image: image218.wmf]222

axziyjxzk

=+-

r

rr

r

;

б) 
[image: image219.wmf]222

ayzixzjxyk

=++

r

rr

r

;

в) 
[image: image220.wmf](
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г) 
[image: image221.wmf](
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В случае потенциальности найти потенциал.
Примеры оформления решения

1 Найти линии и поверхности уровня скалярных полей:

а) 
[image: image222.wmf](
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Uxyxy
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б) 
[image: image223.wmf](
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Uxyzxy
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.

Решение. а) функция, задающая потенциал поля, зависит от двух переменных. Следовательно, уравнения линий уровня поля имеют вид 
[image: image224.wmf]2

2

xyC
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. С геометрической точки зрения, это множество парабол (рисунок 2. 19, а), определенное на всей плоскости 
[image: image225.wmf]Oxy

;

	[image: image226.png]N




	[image: image227.png]ran)
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	Рисунок 2. 19 – Линии (а) и поверхности (б) уровня 

к типовому примеру 1


б) заданный потенциал определяет скалярное поле во всем пространстве ℝ3. Уравнения эквипотенциальных поверхностей имеют вид 
[image: image228.wmf]22

xyC
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, 
[image: image229.wmf]0

С

>

. С геометрической точки зрения, это множество круговых цилиндров (рисунок 2. 19, б).

2 Найти производную скалярного поля 
[image: image230.wmf]uxyz
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 в точке 
[image: image231.wmf](
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 по направлению вектора 
[image: image232.wmf]01
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uuuur

, где 
[image: image233.wmf](
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Решение. Найдем направляющие косинусы вектора 
[image: image234.wmf](
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, длина которого 
[image: image235.wmf]01
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. Имеем


[image: image236.wmf]1
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, 
[image: image237.wmf]4
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b
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, 
[image: image238.wmf]cos0

g

=

.

Вычислим значения частных производных функции 
[image: image239.wmf]Uxyz
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 в точке 
[image: image240.wmf](
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[image: image241.wmf](
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[image: image242.wmf](
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[image: image243.wmf](
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Получаем


[image: image244.wmf](
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3 Найти градиент поля 
[image: image245.wmf]2

Uxxyz
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 в точке 
[image: image246.wmf](
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 и наибольшую скорость изменения потенциала в этой точке.

Решение. Определим значения частных производных функции 
[image: image247.wmf]2

Uxxyz

=+

 в заданной точке:


[image: image248.wmf](
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[image: image250.wmf](
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Тогда имеем


[image: image251.wmf](
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[image: image252.wmf]max
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4 Найти векторные линии магнитного поля бесконечного проводника, по которому проходит ток силой 
[image: image253.wmf]I

.

Решение. Выберем направление оси 
[image: image254.wmf]Oz

, совпадающее с направлением тока 
[image: image255.wmf]I

. В этом случае вектор напряженности магнитного поля 
[image: image256.wmf]2
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, где 
[image: image257.wmf]IIk
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 – вектор тока; 
[image: image258.wmf]r

r

 – радиус-вектор точки 
[image: image259.wmf](
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; 
[image: image260.wmf]r

 – расстояние от оси проводника до точки 
[image: image261.wmf]M

. Найдем 
[image: image262.wmf]Ir
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[image: image263.wmf]ijk
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[image: image264.wmf]22
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Система дифференциальных уравнений векторных линий имеет вид


[image: image265.wmf]0
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Отсюда 


[image: image266.wmf]0,
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[image: image267.wmf]22
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где 
[image: image268.wmf]1

0

c

³

. 
Таким образом, векторными линиями магнитного поля бесконечного проводника являются окружности с центрами на оси 
[image: image269.wmf]Oz

.

5 Вычислить поток вектора 
[image: image270.wmf]2
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 через внешнюю сторону поверхности 
[image: image271.emf]W






, представляющую собой часть параболоида 
[image: image272.wmf]22
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, отсеченного плоскостью 
[image: image273.wmf]2

z
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 (рисунок 2. 20).

Решение. Рассмотрим функцию 
[image: image274.emf](
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[image: image275.png]



Рисунок 2. 20 – Поверхность к типовому примеру 5

Единичный нормальный вектор к внешней стороне поверхности 
[image: image276.emf]W
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 равен
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так как 
[image: image278.wmf]2
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Тогда поток равен
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[image: image281.emf](
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[image: image283.wmf](

)

22

433

00

2sin2

drrdr

p

jjp

=-=-

òò

.

6 Найти дивергенцию векторного поля 


[image: image284.emf](
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в точках 
[image: image285.wmf](
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[image: image286.wmf](
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,
[image: image287.wmf](
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Решение. Заданное поле определено на всем пространстве ℝ3. Найдем частные производные от функций


[image: image288.wmf]2
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[image: image290.wmf](
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являющихся координатами вектора 
[image: image291.wmf](
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, и их значения в точках 
[image: image292.wmf]1
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[image: image298.wmf](
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Тогда
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Таким образом, данное поле в точке 
[image: image307.wmf]1

M

 имеет сток, в точке 
[image: image308.wmf]2

M

 – источник, а в точке 
[image: image309.wmf]3

M

 нет ни источника, ни стока.

7 Используя теорему Остроградского - Гаусса, вычислить поток векторного поля
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через внешнюю сторону поверхности 
[image: image311.wmf]22
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, расположенную над плоскостью 
[image: image312.wmf]Oxyz

.

Решение. Для того чтобы можно было применить теорему Остроградского - Гаусса, «замкнем» снизу данную поверхность частью плоскости 
[image: image313.wmf]Oxy

, ограниченной окружностью 
[image: image314.wmf]22
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Пусть 
[image: image315.wmf]Q

 – пространственная область, ограниченная замкнутой кусочно-гладкой поверхностью 
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, состоящей из параболоида вращения 
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 на плоскости 
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 (рисунок 2. 21).
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Дивергенция 
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На основании формулы Остроградского - Гаусса поток 
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 через замкнутую поверхность 
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 равен нулю. 

С другой стороны, обозначим через 
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Следовательно, искомый поток
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Тогда поток через внешнюю сторону поверхности 
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 равен 


[image: image338.wmf]2

2

1

1

dS

pp

W

Õ=-=-×=-

òò

.

8 Найти циркуляцию векторного поля 
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, являющейся пересечением цилиндра 
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1

xy

+=

 и плоскости 
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Решение. Линия 
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 представляет собой эллипс. Параметрические уравнения 
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 можно получить с учетом того, что все точки 
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 проектируются на плоскость 
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и те же точки линии 
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[image: image352.wmf]1

zxy

=--

.

Следовательно, параметрические уравнения 
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Согласно формуле (8.14), циркуляция равна
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9 Найти ротор векторного поля 
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10 Вычислить с помощью формулы Стокса циркуляцию векторного поля 
[image: image371.wmf]2
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, являющейся пересечением поверхностей 
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Решение. Линия 
[image: image375.wmf]G

 представляет собой окружность радиусом 
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 с центром в точке 
[image: image377.wmf](
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, лежащую в плоскости (рисунок 2. 22). 
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Параметрические уравнения линии 
[image: image379.wmf]G

 имеют вид 
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Для вычисления циркуляции по формуле Стокса выберем какую-нибудь поверхность 
[image: image384.wmf]W

, «натянутую» на 
[image: image385.wmf]G

. Возьмем в качестве 
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 круг, границей которого является окружность 
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. Согласно выбранной ориентации контура, нормалью 
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Тогда по формуле Стокса циркуляция равна
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11 Проверить, является ли потенциальным векторное поле 
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Решение. Ротор равен
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Следовательно, заданное поле потенциально.

12 Проверить, являются ли соленоидальными следующие поля:

а) 
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Решение. а) имеем
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Значит, поле 
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Значит, поле 
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 не является соленоидальным.

Раздел 4 Интегралы, зависящие от параметра

Тема 1-3 Собственные и несобственный интегралы, зависящие от параметра, 
1 Найти производные функций:

а) 
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3 Исследовать равномерную сходимость интеграла
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4 Вычислить несобственные интегралы, зависящие от параметра:
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Примеры оформления решения

1 Найти производную функции 
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2 Исследовать на равномерную сходимость интеграл
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Решение. Возьмем 
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Согласно определению, интеграл сходится равномерно по параметру 
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3 Исследовать на равномерную сходимость интеграл 
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4 Исследовать на равномерную сходимость интегралы 
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Следовательно, интеграл 
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Тогда интеграл 
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 сходится равномерно согласно признаку Вейерштрасса.

5 Исследовать на равномерную сходимость интеграл
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Функция 
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 имеет ограниченную первообразную 
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 выполнены следующие неравенства:
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. Значит, согласно признаку Дирихле, данный интеграл сходится равномерно по параметру 
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6 Вычислить интеграл Пуассона 
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Умножая это равенство на 
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Так как 
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 сходится, то интеграл 
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 сходится равномерно по параметру 
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 на любом отрезке 
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 согласно признаку Вейерштрасса.
Аналогично доказывается, что интеграл 
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 сходится равномерно по параметру 
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 сходится и справедлива изменение порядка интегрирования:
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Отсюда 
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7 Вычислить интеграл 
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Решение. Рассмотрим функцию 
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 является несобственным, так как функция 
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 равномерно сходится, и функция 
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 является дифференцируемой. По теореме 10 имеем
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Тема 3-4 Интегралы Эйлера, интеграл Фурье 
1 С помощью интегралов Эйлера вычислить интегралы:
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2 Найти область определения и выразить через интегралы Эйлера интегралы:
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3 Найти синус- и косинус- преобразования Фурье функции 
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4 Найти преобразование Фурье функций:
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